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Sazetak. U radu ¢emo proucavati rjesavanje sustava linearnih jednadzbi Az = b
pomocu Gaussovih eliminacija. Ono se provodi LU dekompozicijom matrice sustava
A = LU te uzastopnim rjeSavanjem trokutastih sustava Ly = b i Ux = y. Zbog
¢injenice da za neke regularne matrice LU dekompozicija ne postoji, proucavat ¢emo
LU dekompoziciju s djelomi¢nim pivotiranjem.

Kljucne rijeci: sustav linearnih jednadzbi, aritmetika s pomi¢nim zarezom, matrica,
vektor, Gaussove eliminacije, trokutasti sustav, supstitucija unaprijed, supstitucija u-
nazad, LU dekompozicija, djelomi¢no pivotiranje, permutacijska matrica, permutacij-
ski vektor, povratna analiza greske

Abstract. In this paper we will study a solving of system of linear equations Ax = b
by Gaussian elimination method. It includes LU factorization of matrix A = LU and
consecutive solving of triangular systems Ly = b and Ux = y. Because of existence of
regular matrices which don’t have LU factorization, we will also study LU factorization

with partial pivoting.

Key words: system of linear equations, floating point arithmetic, matrix, vector,
Gaussian eliminations, triangular system, forward substitution, backward substitu-
tion, LU factorization, partial pivoting, matrix of permutation, vector of permutation,

backward error analysis
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1. Uvod

Gotovo da ne postoji podrucje matematike gdje nije potrebno rijesiti sustave linearnih
jednadzbi. U praksi se javljaju razliciti tipovi sustava koje opcéenito nije lako rijesiti pa
je u tu svrhu neizostavna uporaba rac¢unala. Kako je racunalo ograni¢enih moguénosti
u smislu aritmetike kojom se sluzi (Sto ¢e biti opisano u uvodnom poglavlju) prirodno
se javila potreba za proucavanje i poboljsavanje algoritama koji se koriste za rjesavanje
razli¢itih problema, a koji se izvode na racunalima. Nemoguénost izracunavanja egza-

ktnog rjesenja nametnula je potrebu odredivanja pogreske dobivene aproksimacije.

Rad je tematski usmjeren na veé¢inu navedenih problema koji su vezani za Gaussovu
metodu, jednu od najstarijih direktnih metoda za rjesavanje sustava linearnih jedna-
dzbi. Vremenom su se javljale i odredene modifikacije ove metode koje su svakako
predstavljale napredak u odnosu na prethodne. U ovom radu bavit ¢emo se dvijema
Gaussovim metodama: standardnom Gaussovom metodom eliminacija bez pivotiranja
i Gaussovom metodom eliminacija s djelomi¢nim pivotiranjem. Za stvaranje potrebnog
matematickog aparata na osnovi kojeg se konstruiraju algoritmi, potrebno je uvesti i

definirati osnovne pojmove.

Tako je u prvom poglavlju objasnjen nacin na koji se sustav linearnih jednadzbi moze
zapisati u odgovaraju¢em matricnom zapisu. Zbog izvodenja algoritama na rac¢unalu,
kratko je objasnjena i aritmetika s pomicnim zarezom (eng. Floating Point Arith-
metic) te neki standardi koji se najcesée koriste. Prvo poglavlje sadrzi analizu pogreski
zaokruzivanja koje se javljaju prilikom ra¢unanja skalarnog produkta. U drugom dijelu
objasnjene su metode za rjesavanje specijalne vrste sustava koji se nazivaju trokutasti
sustavi. Metoda Gaussovih eliminacija podrazumijevat ¢e uporabu takvih algoritama
pa ih je nemoguce izostaviti. Treéi dio uvodi nas u problematiku samog rada. Ovdje
je objasnjen postupak Gaussovih eliminacija kao i njegova primjena u rac¢unanju LU
dekompozicije matrice sustava. Detaljno je opisana metoda Gaussovih eliminacija s
djelomi¢nim pivotiranjem kroz sve verzije algoritma. Izlozena materija pracena je
odgovaraju¢im teorijskim podlogama koje su navedene u obliku teorema i propozicija.
Cilj cetvrtog poglavlja je analiza pogreski koje se javljaju tijekom izvodenja prethodno

navedenih algoritama.
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1.1. Sustav linearnih jednadzbi

Pod pojmom sustava linearnih jednadzbi' podrazumijevamo skup jednadzbi sljedeceg
oblika

anrr + a2+ ai3rz + ... .. + apT, = b
211 + Q99Xy -+ aA93T3 + ...... + aox, = bg
31Ty  + Azl +  azTz + ... +  agnx, = b3 (1.1)
Am1T1 + QmaTo + Am3Tz + ... ... + Qmnt, = b,

pri cemu skalare a;; za 1 <i <m i1l < j < n nazivamo koeficijentima jednadzbe,
skalare b; za 1 < i < m slobodnim ¢lanovima, a z; za 1 < j < n nepoznanicama.
Evidentno je da se sustav (1.1) moze krace zapisati kao

n
Y ayr;=b, 1<i<m (1.2)
j=1
S$to nas motivira za uvodenje matricnog zapisa sustava (1.1).

Definicija 1.1 Neka je A € R™ "™ matrica u kojoj se na presjeku i-tog retka i j-tog
stupca nalazi a;; € R iz (1.1) za1 <i<m il <j<mn,t.

api;z a2 @13 ... Qin
ag1 Q22 Q23 ... Q2n
A= | @ azx dazs ... a3 (1.3)
| Am1 Am2 Am3 ... Qpp i

Za v € R" uzmimo da je vektor nepoznanica x; za 1 < j < n te neka je b € R™ vektor
slobodnih ¢lanova b; za 1 < i < m. Iz jednakosti (1.2) i definicije matricnog mnozenja

slijedi da se SLJ iz (1.1) moZe zapisati kao
Az =10 (1.4)

pri cemu je A matrica sustava, x vektor rjeSenja, a b vektor desne strane.

Primjedba 1.1 U sljedecim razmatrangima zadrzZat éemo se samo na tzv. Cramerovim
sustavima kod kojih je m = n (tj. broj jednadzbi jednak je broju nepoznanica) i ma-
trica sustava reqularna. Takvi sustavi imaju jedinstveno rjesenje. Dodatna razmatranja
u pogledu egzistencije i broja rjesenja sustava linearnih jednadzbi izlaze iz okvira ovog

rada pa ih preskacemo.

!dalje u tekstu SLJ
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1.2. Aritmetika s pomi¢nim zarezom

Memorijski registri racunala mogu pohraniti samo konéno mnogo bitova te je konacan i
skup realnih brojeva koji se mogu pohraniti u rac¢unalu. Sto je s realnim brojevima ¢ije

se vrijednosti ne mogu to¢no prikazati? Odgovor na to pitanje daju sljedeé¢i pojmovi.

Definicija 1.2 Za F C R kaZemo da je sustav brojeva s pomi¢nom zarezom ako
Vo € F vrijed:
x=0.212023...... 2y - b° (1.5)

pri cemu je m = 0.212223 ... ... z, mantisa broja x, gdje su z; € {0,1,2,...... ,b—1},
1 <7 < p znamenke broja z, b > 2 baza, e € Z eksponent. Za broj p kaZemo da
je preciznost sustava brojeva F. Nadalje, za svaki realan broj x takav da je x € F
kazZemo da je reprezentabilan u sustavu brojeva s pomicnim zarezom F.

Definicija 1.3 Za © € F kaZemo da je normaliziran ako je z; # 0, tj. ako je

najznacajnija znamenka razlicita od nule.
Neka od svojstava sustava brojeva s pomi¢nim zarezom dana su sljede¢om propozicijom.

Propozicija 1.1 Neka je F C R sustav brojeva s pomiénim zarezom, p preciznost tog
sustava, b baza tog sustava, a e eksponent takav da je €min < € < €maz- lada vrijede

sljedece tvrdnge:
i) Za svaki normalizirani broj y € F vrigedi da je bémin=1 < |y| < béma=(1 — bP)
i) Udaljenost izmedu jedan i prvog veéeg reprezentabilnog broja iznosi €, = b'~?
Dokaz:
i) Kako je y € F mozemo ga prikazati kao
y==20.212923...... zp - b = (b b 2 4 2ab + 2,b7P)b°

Uz pretpostavku da je y normaliziran, sigurno znamo da je z; # 0. Dakle, najmanji broj
po apsolutnoj vrijednosti kojeg ¢emo oznaciti s y,,;, mozemo konstruirati tako da na
prvu najznacajniju znamenku z; stavimo najmanji broj iz skupa {0,1,2,...... ,b—1}
koji je razlicit od nule, dok za sve ostale znamenke stavimo nule. Prirodno je da za

eksponent od ¥,,;, uzmemo najmanji eksponent e,,;,. Sada imamo

ymzn - 02100 ...... O . bemin = Zl . bemin_l — bemin_l
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Analogno, za maksimalni element po apsolutnoj vrijednosti 9,4, uzimamo da je

Ymaz = 0.212023 ... . .. 2y 0= (b b b + 2,07 P)pemes
=((b-1b"'+ -1 2+b-1)b " +...... + (b — 1)bP)pemes
= bmer (1 —bP)

OCito je Ymin < Y| < Ymaz Cime je dokazana tvrdnja i)
ii) Neka je xy = 1 i prvi veéi broj o3 = 0.1000...01 - b'. Tada je

Em = |19 — 21| = 0.00...01-b" = b7

Primjedba 1.2 Broj €, iz Propozicije 1.1 naziva se strojni epsilon?.

Iz same definicije skupa brojeva s pomi¢nim zarezom vidi se da je nemoguce sve realne
brojeve egzaktno zapisati u racunalu. Poznato je da su to brojevi v/2, e, 7, itd. koji
su iracionalni, ali i neki racionalni brojevi ne mogu biti egzaktno predstavljeni (npr.
broj 1—10 u sustavu s bazom 2). Takav problem rjesava tzv. zaokruzivanje® i sastavni

je dio aritmetike s pomicnim zarezom.

Definicija 1.4 Neka je F C R sustav brojeva s pomicnim zarezom. Preslikavanje
fl: R — F zovemo zaokruzivanje ako vrijedi da je fl(x) = xp pri éemu je zp € F
najblizi broju x € R. Nadalje, ako je |fl(x)] > max{|y| : y € F}, kaZemo da je doslo
do prekoracenja*, a ukoliko je 0 < |fl(z)| < min{ly| : 0 # y € F}, kaZemo da je
doslo do potkoracenja®.

Sljededi teorem veoma je vaZan za proucavanje greSaka zaokruzivanja® koje se javl-

jaju prilikom izvodenja algoritama na racunalu.

Teorem 1.1 Neka je x € R takav da postoje x_,x, € F sa svojstvom da je x— < x <
4. Tada je
fl(z) =z(1490), |0 <u (1.6)

& ; — 1pl-p
pri cemu je u = 5b

2
3
4

eng. machine epsilon
eng. rounding

eng. overflow

Seng. underflow
Seng. roundoff error
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Dokaz:
Pretpostavimo da je x > 0 (analogno se pokazuje za x < 0). Prikazimo broj x kao u
(1.5) na sljedeéi nacin:

r=0.212223...... 2y b° = (2P PR + zg)be’p

Uvedemo li oznaku p = 20771 + 2bP72 + ... .. + z) broj x mozemo zapisati kao
x = pu-b°P gdje je P~ < p < bP — 1. Po pretpostavci teorema postoje v_,x, € F
takvi da je x_ < x < z,. Ocito je tada z_ = |p]b P iz, = [u]b? (gdje je |u]
najvedi cijeli broj manji od p, a [p] najmanji cijeli broj veéi od p). Sada imamo

vy —x_| _ b7P
l(z)—x| < <
i) - ol < T <
Odatle slijedi da je
fl(x) — = < lﬂ—l _ lbl—p
T 2 2
Uzmimo da je u = %blfp. Vratimo li se na nejednakost iz (1.6), vidimo da je
Sl e
x

iz cega slijedi da je |0] < u. Jednakost vrijedi ukoliko je u = b'™?, inace vrijedi stroga

nejednakost. O

Primjedba 1.3 Broj u iz teorema 1.1 nazivamo maksimalna relativna
pogreska zaokruzivanja’.

Osim nacina reprezentacije realnog broja u racunalu, vazno je opisati s kojom tocnoséu
se izvode osnovne aritmeticke operacije. Kada racunalo izracuna odredeni rezultat,
pravi pogresku prilikom pohrane tog rezultata u spremnik, no i sami operandi prije
izvodenja operacije bili su aproksimirani. Model aritmetike osnovnih rac¢unskih op-

eracija dan je sljede¢im teoremom.

Teorem 1.2 Neka je F C R sustav brojeva s pomicnim zarezom i fl : R — F
zaokruzivanje. Za x, y € R, y # 0 vrijedi da je

fllz®y) =(z@y)(1+0), [0]<u, ®c{+ -/} (1.7)

Najcesce koristeni model aritmetike s pomi¢nim zarezom u mladim generacijama rac¢unala

je IEEE aritmetika dvostruke preciznosti®. Taj model za mantisu koristi 52 bita

“eng. maximal relative roundoff error
8eng. IEEE double precision
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(tj. p = 53), za eksponent 11 bita, a predznak zauzima 1 bit. Odatle se moze zakljuciti
da je epin = —1021 i €,,4, = 1024. Za najmanji reprezentabilan broj uzimamo da je
271022 % 2.2.1073% a najvedi reprezentabilan broj uzimamo da je 2'0% ~ 1.8 - 1038,
Relativna pogreska zaokruzivanja moZe maksimalno iznositi u = 27°% ~ 1.11-1071%, a
Em = 272~ 2.22-10716. MATLAB koristi IEEE aritmetiku dvostruke preciznosti.

1.3. Ocjene pogreske zaokruzivanja

Za analizu pogreske unazad® Gaussove metode za rjeSavanje SLJ trebat ¢e nam
neki pomo¢ni rezultati koje ¢emo prikazati u ovom poglavlju. Dokazat ¢emo stabilnost
skalarnog produkta u odnosu na pogresku zaokruzivanja u smislu ocjene pogreske koja

nastaje tom prilikom. Prvi rezultat koji ¢e nam trebati glasi:

Lema 1.1 Neka je |0;| <wuip;==+1 za 1l <i<n. Ako je nu <1 onda je

H(l +0;)" =1+ 0,, gdje je |0,] <

i=1

nu

=Y 1.8
T = (1.8)

Dokaz:
Dokaz ¢emo provesti matematickom indukcijom (samo za slucaj kada je p; = 1).
Baza indukcije. Dokazimo da tvrdnja vrijedi za n = 1.

1
H(1+51) =146, [61]=1[0] <u

=1

Pretpostavka indukcije. Pretpostavimo da tvrdnja vrijedi za n = k, tj. da je

k
[Ta+6)=1+6: | gdjeje (1.9)
=1
ku
= 1.10
1 — ku Tk ( )

pri cemu je |0;] <wu, pi=1 za 1<i<k i ku<]1

1O <

Korak indukcije. Dokazimo da ista tvrdnja vrijedi za n = k + 1. Iz (1.9) imamo

[T +06) =] +6)(1 + k1) = (1+ Ok) (L + 6p41) = 1 + Opiy (1.11)

pri cemu uzimamo da je

9eng. Backward Error Analysis
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Odredimo sada ogradu za (1.12). Iz relacija (1.10), (1.12) i nejednakosti trokuta slijedi

1Okt1| = [0k+1 + Or(L 4 0k)| < [Ok1| + |Ok|(1 + i)

ku
< [l + OK](1+16:]) < u+ T (1+w)
(k+Du
ST (k+Du M
¢ime je lema u potpunosti dokazana. O

Koristeé¢i lemu 1.1 lako se moze ocjeniti pogreska zaokruzivanja prilikom ra¢unanja

skalarnog produkta, sto je pokazano u sljede¢em teoremu.

Teorem 1.3 Neka su x, y € R™ wvektori. Tada za relativnu pogresku zaokruZivanja

prilikom izracunavanja skalarnog produkta vektora x iy vrijedi sljedeca ocjena
fl(zTy) = Ziﬁz‘yi(l +605), [0 <m (1.13)
i=1
pri cemu je ¥, ocjena iz Leme 1.1.

Dokaz:

Dokaz provodimo induktivno. U tu svrhu sa s; ozna¢imo i-tu parcijalnu sumu

)
Sz‘ZZ%ym l<is<n
k=1

Za n =1 ocito vrijedi tvrdnja (1.13), jer je
8~1 :fl(fﬂl yl) :$1y1<1+51), ‘@1’ = ‘51| §U<’)/1 (114)
Radi ilustracije, dokazat ¢emo tvrdnju za n = 2:

U1y + z2y2) = fU(S1 + 22y2(1 + 02)) = (51 + Toy2(1 + 62)) (1 + d3) (1.15)

pri ¢emu je $; aproksimacija prve parcijalne sume. Uvrstavanjem (1.14) u (1.15) dobi-

vamo da je

2

FIO  wiys) = xya (1 + 61) (1 + 63) + 2aya(1 + 62)(1 + Js) (1.16)

i=1
Uzmemo lidajel4+0=1+9; za 1l <i <3 dobivamo da je

2
AU wiys) = 1yn (14 6)° + waya(1+ 6)°

i=1
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sto po lemi 1.1 daje ocjenu |d| < 72. Induktivno se moze pokazati da je
Sp= fl(xTy) = 21y (14 6)™ + 2oy (1 + )™ -+ - + TpYn (1 +0)?

Koristeéi lemu 1.1 opet mozemo zakljuciti da je
fl=z"y) = chzyz(l +6i), [0 <
i=1

¢ime je tvrdnja teorema dokazana.
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2. Trokutasti sustavi

U ovom poglavlju proucavat ¢emo tzv. trokutaste sustave linearnih jednadzbi.
Takav naziv potjece od oblika matrice sustava koja je u takvim sustavima gornja,
odnosno donja trokutasta matrica. Pretpostavimo da je matrica A € R™™ u (1.3)
gornja trokutasta matrica, odnosno da je a;; = 0 za @ > j. Tada zbog (1.4) matri¢ni
zapis sustava (1.1) glasi

a1 a2 a1z ... Qin I by
0 g2 Q23 ... Qop i) bg
0 0 ass ... Qasp T3 — b3 (21)
0 0 0 ... apn T, b,

iz cega slijedi da SLJ ima oblik

anry + appre2 + ai3rs + ..., + aipr, = bl
99Ty -+ 9233 + ... + Aonly — b2

33Tz + ...... + aspr, = bs (2.2)
ApnTn = bn

Iz posljednje jednakosti u (2.2) mozemo izracunati x,,.

bn
Tp = ——5 Gnpp 7& 0
QAnp

Znajuéi x,, iz pretposljednje jednakosti u (2.2) moze se izrac¢unati x,_;.

1
Tp—1 = —<bn71 - anfl,nxn>
Ap—1,n—1

Tako nastavljajué¢i postupak mozemo izracunati sve x; za 1 < i < n, pomocu sljedeceg
izraza:

1 n

i j=it1
Na osnovi prethodnog razmatranja mozemo napisati pseudokod tzv. algoritma sup-
stitucija unazad!’.

Yeng. Backward Substitution
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Algoritam 2.1 (Supstitucije unazad)

Ulaz: Regularna gornja trokutasta matrica U € R™ " vektor desne strane b € R™
Izlaz: Vektor rjesenja x € R™, takav da je Ux =0

1: x, =0by/tunn

2: Zai=n—1n—2,...... 1

3 wi = (b = D0 i WiT) v

4: Kraj Za

Sliénu situaciju imamo i kada je matrica sustava A € R™*" donja trokutasta matrica,
tj. kada je a;; = 0 za ¢ < j. U tom slucaju SLJ ima sljedeci oblik

a1171 = b
a21T1 + Q22T = by
a31r1 + a32T2 +  a33T3 = b
a1 + apata + apzrz + ... + apptn, = by,

Iz prve jednadzbe slijedi da je

Iz druge jednadzbe mozemo izracunati xs, tj.
1
To = —(b2 — agl.’lfl).
a22
Opcenito
1 i1
Il_a—m(bl—zlaml’j>, 1 Szgn, CL“%O
]:

Algoritam koji rjeSava sustav linearnih jednadzi ¢ija je matrica sustava donja troku-

tasta, naziva se supstitucije unaprijed!!.

Algoritam 2.2 (Supstitucije unaprijed)

Ulaz: Reqgularna donja trokutasta matrica L € R™ ", vektor desne strane b € R™
Izlaz: Vektor rjesenja x € R", takav da je Lx = b

1: z=b/ly

2: Zai=23,...... SN

3: vy = (b — Y23 i) /i
4. Kraj Za

Heng. Forward Substitution
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3. Gaussove eliminacije

3.1. Gaussove eliminacije bez pivotiranja
Standardna Gaussova metoda eliminacija bez pivotiranja'?, sastoji se od (n — 1) ko-
raka u kojima vrsimo elementarne transformacije nad matricom sustava A € R™" i

vektorom desne strane b € R". Zbog toga uvodimo sljedece oznake:

AN = A matrica prije izvodenja eliminacija
AR matrica nakon 1. koraka eliminacije

matrica nakon (k — 1)-og koraka eliminacije

A0

Osnovni cilj Gaussovih eliminacija jeste da se u k-tom koraku poniste svi subdijag-
onalni elementi u k-tom stupcu. Kako bi definirali k-ti korak eliminacije, najprije

pogledajmo transformirani oblik matrice A i vektora b nakon (k — 1)-og koraka.

@1 (1) (1) (1) (17 [ ]
1 i

a a%zz) ag) . a%g) . a%Q) agb) 1
2
A5y a%g) o a%g) o a%g) o a(Q?,}) b% )
3
0 0 agy ... agy ... az’ ... ag, bs )
AW =1 0 0 0 al®) ap) al) |k = | b (3.1)
0o 0 O az(.l,j) agf) ag? bﬁ»k)
L0 0 0 %) ¥ o by

Nakon (k—1)-og koraka u lijevom gornjem kutu matrice A*) nalazi se gornja trokutasta
matrica formata (k — 1) x (k — 1). Kako bi ponistili sve subdijagonalne elemente u
(k)

k-tom stupcu, k-ti redak mnozimo sa —af—’;), za it = k + 1 : n, uz pretpostavku da je
Ak

a,(;;) # 0, i dodajemo ga i-tom retku, za i = k 4+ 1 : n. Nakon toga dobivamo da je

(k41) 0 t=k+1:n j=k
. — a(.k) .. .
i agf) — a,(c];) ,7=k+1:n (3.2)
A
Na isti nac¢in transformiramo vektor b
(k+1) (k) G(k) (k) .
b; =0, — Zk)bk , i=k+1:n (3.3)

Apep,

12Dalje u tekstu oznacéena je kao GEBP
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Nakon (n — 1)-og koraka dolazimo do gornje trokutastog sustava
A g = pm), (3.4)

koji se lako rjesava pomocu algoritma 2.1.

3.2. LU dekompozicija

LU dekompozicija je rastav matrice A € R™™" na produkt jedini¢ne donje trokutaste
matrice L € R™ ™ (tj. matrice koja je donja trokutasta a na dijagonali ima sve je-
dinice) i gornje trokutaste matrice U € R™™™. Prije nego li konstruiramo algoritam za
racunanje takvog rastava, moramo provjeriti njegovu egzistenciju, tj. nuzne i dovoljne

uvjete za postojanje takvog rastava.

Definicija 3.1 Glavna j-ta podmatrica matrice A € R"™™ je matrica A; € RI* sa
svogstvom da je (Aj)u = am za 1 < k,1 < j, gdje je 1 < j <n.

Teorem 3.1 Neka je A € R™"™. Tada su sljedeée dvije turdnje ekvivalentne:

i) Postoje jedinstvena jedinicéna donja trokutasta matrica L € R™™ i reqularna

gornja trokutasta matrica U € R™™ takve da je A = LU.

ii) Sve glavne podmatrice od A su regularne

Dokaz:
Dokazimo najprije da iz i) slijedi i7). Pretpostavimo da postoje jedini¢na donja troku-
tasta matrica L € R™™ i regularna gornja trokutasta matrica U € R™*"™ takve da je

A = LU. To mozemo zapisati kao

{An Ara } _ {Lu 0 } [ U Ui } _ {LnUn Ly1Usy } (3.5)
Agr Az Loy Lo 0 Uz LoyUni La1Usa + LoaUss '

gdje su Ay, L1y, Uy € R, pri éemu je Ay = Ly, Uy glavna podmatrica od A. Prema

Binnet-Cauchyjevom teoremu slijedi da je

J
det(All) = det(LllUll) = det(Lll) det(UH) =1- det(Ull) =1- Huu 7é 0
i=1
jerjeuy; # 0zal < i < jzbog pretpostavke da je Uy; regularna. Bududi je det Ay # 0,
slijedi da je svaka glavna podmatrica regularna.
Dokazimo sada da iz i) slijedi 7). Neka je svaka glavna podmatrica od A regularna.
Dokaz ¢emo provesti indukcijom s obzirom na red matrice A. Za n = 1 oc¢ito postoji
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takva dekompozicija jer ako je A = [a] tada za trazenu dekompoziciju mozemo uzeti da
je A=1-apricemu je L = [1]1 U = [a]. Kako je a # 0 po pretpostavci, slijedi da je U
regularna. Pretpostavimo da takva dekompozicija postoji za matricu A € R(=Dx(=1)
u kojoj je svaka glavna podmatrica regularna. Pitamo se postoji li LU-dekompozicija
iz tvrdnje i) za n-dimenzionalnu matricu A,, koja se iz matrice A,_; dobije prosirenjem
na sljede¢i nacin:

4, = [AnT—l b ]: [L;T—l H [U%—l u ]:; LU, (36

gdjesuc,b e R"1ia,, €R.
Treba pokazati da postoje {,u € R*! i u,, € R takvi da vrijedi matri¢na jednadzba
(3.6), tj.

Ln_lu =b
Ul l=c
A = U+ Uy, (3.9)

Kako su L,, 1 i U,_; regularne prema pretpostavci, jednadzbe (3.7), (3.8) i (3.9) imaju
jedinstvena rjeSenja pa matrica A, ima jedinstvenu LU dekompoziciju.

Primjedba 3.1 Ukoliko postoji barem jedna singularna podmatrica A, 1 < k < n
matrice A, tada ne postoji LU-dekompozicija opisana u turdnji i) iz Teorema 3.1. Iz

LU dekompozicije matrice

=0 v]=[iv][o ]

vtdimo da | moZe biti bilo koji realan broj, pa LU dekompozicija nije jedinstvena.

LU dekompozicija matrice A moze se dobiti primjenom Gaussovih eliminacija. Ovdje
¢e taj postupak biti opisan kroz odgovaraju¢a matricna mnozenja iako prilikom im-
plementacije algoritama na racunalu izbjegavamao matriécno mnozenje. Prvi korak se

moze zapisati na sljede¢i nacin:

1 0 ... 0 1 1 1) 1 B 1 1 1
W . a%lli a% a% aly a% aé;
afy RIS T 0 agy ... ag,
B I P Ul O
L an -

i 1 0 . 0] 1) 7 - (1

_ﬁ 1 0 béli b§2§

W byt | _ | b2

o (1) )

o) L




3. GAUSSOVE ELIMINACIJE 14

odnosno
A@ = L, AD p@ = [, D)
gdje je
1 00 ... 0]
—m& 10 .0 "
(1) (1) _ n
. . . . ‘ a(l)’
. . . . . 11
Y 00 ... 1]
Nakon (n — 1)-og koraka dobivamo sljedeée
A = L, Ly g LyIyA V™ =Ly yLy g LyL1b
gdje je
[ 1 0 0 ... 0]
0O ... 1 0 ..0 o a®
Ly = ) ;o omP =2k ik 1n (3.10)
(? _@k+1 1 0 a,(:}?
0 ... —mY 0 .1

Iz prethodno opisanog postupka slijedi da je matrica A™ gornja trokutasta matrica
pa ¢emo uzeti da je U = A™. Dakle, sada imamo da je

U=L, 1Ly o - Lylh A (3.11)

Uzastopnim mnozenjem lijeve strane matricama L, ', L1, . ... .. , L7 jednakost (3.11)
prijelazi u

A=L{'Lyt e L t,L YU
Neka je

L=Ly'Lyt e Ly, (3.12)
tada je

A=LU

Teorem 3.2 Neka je L € R™" definirana relacijom (3.12). Tada je L jedini¢na donja

trokutasta matrica s elementima (L);; = my;, 1 > j, razlicitim od nule.

Dokaz:
Uoc¢imo da je
Lip=1—-mWel
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gdje je i i
0 "0
0 0
m(k) = ?k) s e = 1
My
| | 0

gdje je ey k-ti vektor kanonske baze vektorskog prostora R™ nad poljem R. Nadalje,
kako je

(I —mPe\ (I +mWel) =1 = (I +mPel) (I —mPel)
vidimo da je

Lt =T4+m®el k=1:n-1 (3.13)

Koriste¢i jednakost (3.13) moze se pokazati sljedeée

=1+ Z m(“)eim(meg ------ m() el (3.14)

0k C Py, 1<k<n

gdje je o = {i1,...... ir} k-clani skup indeksa takav da je i; < ig < ...... < i, a
P, = ([";1}) skup svih k-¢lanih podskupova od skupa [n — 1] = {1,...... ,n—1}.
Kako je e/m®*) = 0 za i < k, slijedi da je m("l)eiTlm(iQ)eg ------ m(ik)eg =0, Vk > 2.

Iz prethodnog razmatranja vidimo da je

L=L{"Lyt e L, Lt =1+ m(l)elT + m(2)62T +...... m("_l)eg_1
10 0 ...0] [ O 0 0 ... 0] 000 0 ... 0]
01 0 ...0 m? 0 0 ... 0 00 0 ... 0

oo 1 ...0|+|mP o o0 ...0|4+... 4000 ... 0
00 ... 0 1] |mPo .. 0 0] (00 ... mY 0
1 0 0 ... 07
my) 10 ... 0 "
= mgl) méZ) 1 0 ., gdje je mgk) = %, 1< k
: : : Ak
i mﬁ) mg) e m%n_l) 1 ]




3. GAUSSOVE ELIMINACIJE 16

3.3. Gaussove eliminacije s djelomi¢nim pivotiranjem

3.3.1. Problemi u rjeSavanju linearnih sustava
Definicija 3.2 Element a,(jc) iz (3.1) nazivamo pivotni element ili pivot u k-tom
koraku Gaussovih eliminacija

U prethodno navedenom opisu G E BP-a pretpostavljali smo da je agz) # 0 i samo je
pod tim uvjetom bilo moguce izvesti algoritam GEBP-a. Ako se u koraku eliminacije
pojavi nula kao pivotni element, algoritam se prekida iako je mozda matrica sustava

regularna. Naime, postoje regularne matrice ¢iji su pivoti nula. Npr. linearni sustav

0 31 T 5
1 2 3 o | = | 2
4 2 1 T3 7
1
ima rijesenje 2 |, no metodom Gaussovih eliminacija bez pivotiranja ne mozemo
-1

ga rijesiti, jer je prvi pivotni element jednak nuli.

Drugi tip problema javlja se zbog izvodenja algoritma GFEBP na rac¢unalu koje koristi
aritmetiku s pomicnim zarezom. Sljede¢i primjer ilustrira jedan takav slucaj. Neka je
e > 0 takav da je ¢ < 21,% gdje je p preciznost sustava brojeva s pomi¢nim zarezom
(vidi 1.2.). Treba rjesiti sustav

ery + 19 =1 (3.15)
T1+ a9 =2
koji u matricnom zapisu izgleda ovako
ﬁii;:” (3.16)
Primjenom GEBP sustav (3.16) svodimo na gornji trokutasti sustav
{5 1 J[a ] ] 1 ]
0 1—e ! ||a] |2-¢!
Cije rjesenje iznosi
12 1 1

T = IL‘lzg(l—Jig):

1—¢’ 1—c¢

1 Medutim, kada
pogledamo kako ¢e algoritam biti izveden na racunalu, dolazimo do sljede¢ih rezul-

iz Cega vidimo da je to¢no rjeSenje sustava blisko vektoru

tata
1 1
Sl = ? = _i
fi2=2)=—2
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Dakle, nakon Gaussovih eliminacija provedenih na rac¢unalu, dolazi do pogreski zaokruzivanja

o lm )]

¢ije je rjeSenje xo = 11 x; = 0, a to je znacajna pogreska u odnosu na pravo rjesenje.

Sto daje sustav

Pogledajmo Sto bi se dogodilo nakon zamjene redaka matrice sustava i vektora desne

strane (to mozemo napraviti jer takva zamjena ne utjece na konacni rezultat)

BN

Nakon primjene Gaussovih eliminacija dolazimo do sustava

[(1) 1i5H2}=[1_22€} (3.17)

1226 ~1ix =2 — 29 = 1. Kao $to vidimo, zamjenom redaka

1—¢
izbegli smo nezeljenu numericku nestabilnost do koje dolazi zbog malog pivota. Ovako

Cije je rjeSenje xo =

jednostavan primjer daje ideju za formiranje mnogo efikasnijeg algoritma nego $to su
GEBP.

3.3.2. Permutacijska matrica

Kao $to smo vidjeli u primjeru (3.15) do pravog rjesenja dosli smo tek nakon zamjene
redaka matrice sustava i vektora desne strane. Opcenito, zamjene redaka mozemo pred-

staviti mnozenjem s lijeva posebnom grupom matrica koje se nazivaju permutacijske

matrice.
Definicija 3.3 Neka je dana permutacija o : {1,2,3...... n} — {1,2,3...... n}.
Permutacijska matrica P, pridruZena permutaciji o jeste matrica definirana formu-
lom

(PO')l] = 50(i)j

Iz same definicije slijedi da permutacijsku matricu dobijemo zamjenom redaka jedini¢ne
matrice, tako da svaki redak i svaki stupac ima samo jednu jedinicu a sve ostalo su

nule.

Lema 3.1 Neka su P,, P, i P,, permutacijske matrice pridruZene permutacijama

0,01 1 09, te neka je A € R™"™ matrica n-tog reda. Tada vrijede sljedeée tvrdnje:

i) MnoZenjem s lijeva matrice A s matricom P, dobivamo matricu P, A ¢iji su retci
permutirani, a mnoZenjem s desna matrice A s matricom P, dobivamo matricu

AP, ¢iji su stupci permutirani.
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ii) Matrica P, je ortogonalna.
iii) det(P,) = £1
) P,, - P,, je takoder permutacijska matrica i vrijedi

Po'l'PUQZPo'loag

Definicija 3.4 Neka jet:{1,2,3...... n} —{1,2,3...... n} permutacija zadana na
sljedeci nacin
1, k=g
T(k)=1q J k=i (3.18)
k , inace

Permutacijsku matricu T pridruZenu permutaciji T zovemo transpozicijska matrica.
Propozicija 3.1 Svaka transpozicijska matrica je sama sebi inverz.

Dokaz:
Iz definicije 3.4 slijedi da je TT = T. Primjenom tvrdnje ii) iz leme 3.1 zaklju¢ujemo
da je T=' =TT iz cega slijedi da je

T=T""

3.3.3. Osnovna ideja pivotiranja

Problemi opisani u tocki 3.3.1. motiviraju uvodenje nove strategije rjeSavanja linearnih
sustava. U algoritmu GEBP nismo vodili ra¢una o izboru pivotnog elementa jer smo
pretpostavljali da je razli¢it od nule. Gaussove eliminacije s djelomi¢nim pivoti-

ranjem!

su algoritam rjesavanja SLJ kod kojeg se u svakom koraku vodi racuna o
izboru pivotnog elementa. Pretpostavimo da smo izvrsili (K — 1)-u eliminaciju i da u

k-tom koraku moramo ponistiti sve elemente k-tog stupca ispod dijagonale.

T

8
8

T
T

8 8 8
8 8 8 8

kL —

¥ W K X R 8K S
¥ oW K X LR KKK
¥ W K ¥ LR R 8 KK
¥ W K X L 8 K88
¥ oW K X R R KKK
¥ W ¥ ¥ ¥R 8 8K

13Dalje u tekstu je oznacen kao GEDP
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Prije formiranja multiplikatora m;; biramo ailz) takav da je

k k
ol = max |af) (3.19)

a nakon toga vrsimo zamjenu r-tog i k-tog retka. Time postizemo da za svaki multi-
plikator m;;, vrijedi
(0

_ ik
(k)’
a’rk

Mip = i=k+1:n, |myl<1 (3.20)

Nakon formiranja multiplikatora eliminacija se nastavlja kao i kod GEBP-a.

3.3.4. PLU dekompozicija i algoritam GEDP

Sada ¢emo uz prethodno navedenu ideju pivotiranja detaljnije opisati modificirani algo-
ritam koji podrazumijeva zamjenu redaka u svakom koraku (osim ako je pivotni element
po apsolutnoj vrijednosti ve¢i od svih subdijagonalnih elemenata). Ovdje je veoma
vazno naglasiti da zamjena redaka u matrici sustava mora biti pra¢ena odgovarajué¢im
zamjenama elemenata u vektoru desne strane. Tako ¢emo npr. u k-tom koraku eli-
minacija transformiranu matricu A i vektor desne strane b oznaciti sa [A®) b(*)]. Do
ukljucujuci k-tog koraka, pocetna matrica A i vektor b transformirani su k£ puta na
sljede¢i nacin
[ABHD pE+D) = [ T L Thr - .. LiTh[A, b]

gdje je L;, za 1 < i < k definirana kao u (3.10), a T;, za 1 < i < k, transpozicijska
matrica koja vrsi zamjenu i-tog retka s r-tim retkom gdje je ¢ < r < n. Izbor indeksa r
vrsi se po kriteriju iz (3.19). Buduéi da ukupno ima (n — 1) koraka, u zadnjem koraku

A™ bit ée gornja trokutasta matrica.
[A® ) = L, Ty 1Ly 2T o ... .. L Ty[A, b]
Koristeci propoziciju 3.1 mozemo uciniti sljedece

[A(n)a b(n)] = Ln—lTn—lLn—QTn—1Tn—lTn—QLn—3Tn—2Tn—1Tn—1Tn—2 ------
L1T2T3 """ Tn—2Tn—1Tn—1Tn—2 """ T3T2Tl [A7 b]

Sto nakon grupiranja daje

[A(n)a b(n)] = Ln1 (TnflLanTnfl)(TnflTn72Lnf?)TanTnfl) (TnflTnf2 ------ (321)
Log-vveo TyyoTy (T Ty Ty - Tyl TyTs--- - --
Tn72Tn71)(Tn71Tn72 """ TSTQTl)[Aa b]

Uvedemo li oznake
L; = PL;P]
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gdje je
Pi = Tn—lTn—2 """ E+17 za 1 S 1 S n — 1, (322)

relacija (3.21) prelazi u oblik

[A™ W] = L, Lyge---- Ly[A, D] (3.23)
pri ¢cemu je A=PAib= Pb, gdjeje P=T, 1T, o------ Ty. Uzmemo li da je
L= (Lyp 1Ly o~ L) V=L Lyt LY (3.24)

relaciju (3.23) mozemo pisati kao
[A®) b)) = L=Y[PA, Pb]

Kako je A™ gornja trokutasta matrica, mozemo je oznaciti sa U, nakon ¢ega dobivamo
da je U = L7'PA i b™ = L=!'Pb, §to mnozenjem s lijeva matricom L daje PA = LU
i Pb= Lb™.

Lema 3.2 Matrica L iz (3.24) je jediniéna donja trokutasta matrica s elementima
(L)ij, gdje je i > j, koji su po modulu mangi od 1.

Dokaz: 1z relacije (3.22) vidimo da je P, matrica permutacije koja permutira retke sa
indeksom od (i +1) do (n — 1) (gdje je 1 <i <n — 1), a reci sa indeksima od 1 do i

ostaju nepermutirani. To znaci da je

L 0
melhs ]

gdje je I; jedini¢na matrica i-tog reda, a S,_; permutacijska matrica (n — i)-tog reda.
Za matricu L; uzimamo da je ista kao u teoremu 3.2, tj. L; = I — mWe! gdje je

0 [0 T
0 0
m® = 04 ; e;= |1
mgl 0

| 0 ]

Tada je

L= PLP = P(I =m©e )Pl = (P, — Pme] ) PT
= PP = Pm"el PI = 1 — Pm(Pe;)"
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Kako je Pe; = e; slijedi da je

Li=1—PmWeT (3.25)
gdje je
C 01 _
8 mz(:zl
Rm():[o S } md | = mel
n—i i+1 .
. 0 P
: S m. mgf)

Iz (3.25) slijedi da L; ima isti oblik kao i L; u teoremu 3.2 samo sto su subdijago-
nalni elementi ispermutirani permutacijskom matricom S,_; € R"~*. Dokaz se provodi

analogno teoremu 3.2. Inverz matrice Zi_l jednak je

L' =T+ EFmD)e!l,  i=1,2,...... n—1

Mnozenjem tih matrica dobivamo

— I —'— (le(l))e,{ + (P2T)/L(2))eg1 _|_ ...... + (Pn72m(n72))ez;_2 + m(nfl)ez;_l’

iz Cega se vidi da je L donja trokutasta matrica. Budu¢i da smo tijekom eliminacija na
pivotno mjesto dovodili element koji je po apsolutnoj vrijednosti najveéi u tom stupcu,
mozemo zakljuéiti da su svi multiplikatori m; iz (3.20) koji se nalaze u donjem trokutu
od L, po apsolutnoj vrijednosti manji od 1. O

Rezultate prethodnih razmatranja prikazat ¢emo sljede¢im teoremom:

Teorem 3.3 Neka je A reqularna matrica reda n. Tada postoji matrica permutacije
P takva da postoji LU dekompozicija matrice PA, odnosno da je LU = PA. Pri tome

su u L svi elementi ispod dijagonale po apsolutnoj vrijednosti mangi od 1.

Dakle, prema teoremu 3.3 postoji PLU dekompozicija regularne matrice A € R™*" iz

¢ega slijedi da mozemo konstruirati odgovarajuéi algoritam.
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Algoritam 3.1 (LU dekompozicija s djelomi¢nim pivotiranjem)

Ulaz: Regularna matrica A € R™*"
Izlaz: L,U, P € R™" takve da je PA = LU, gdje je L jedinic¢na donja trokutasta
matrica, U reqularna gornja trokutasta matrica i P permutacijska matrica

1: U=A, L=1I P=1I
2: Zak=1,...... ,n—1:
3 Pronacii € {k,...... ,n} takvo da je |u§l,§)| = MaXj<j<n |u§i)|
4 Zamjeniti redak (u,ikll, ...... ,u,(ﬁ) s retkom (uﬁ), ...... 7u£12)
5 Zamgeniti redak (lyq, ... ... ig—1) s retkom (L;q,...... ig—1)
6 : Zamgeniti redak (pra, ... ... D) S retkom (i, ... ... ,Din)
7 Zaj=k+1,...... N
8 ik = Uy [y
9 (ufkﬂ), ...... ,ug-ﬁjl)) = (ugkk), ...... ,ugkg) — lj,k(u,(f,i, ...... ,u,(fgl)
10 Kraj Za
11: Kraj Za

Osnovni cilj LU dekompozicije matrice A jeste rjeSsavanje sustava linearnih jednadzbi.
Kao sto je ve¢ poznato, takav rastav matrice svodi problem rjesavanja SLJ na uzastopno
rjeSavanje dva trokutasta sustava sto je opisano sljede¢im algoritmom.

Algoritam 3.2 (Gaussove eliminacije s djelomi¢nim pivotiranjem)

Ulaz: Regularna matrica sustava A € R"*", vektor desne strane b € R”
Izlaz: Vektor rjesenja sustava x € R"

1: Pronaéi PA = LU koriste¢i Algoritam 3.1

2. Rijesiti sustav Ly = P koriste¢i Algoritam 2.2

3: Rijesiti sustav Uz = y koristeéi Algoritam 2.1

3.3.5. Algoritam GEDP bez stvarne zamjene redaka

Kao sto smo vidjeli, u algoritmu 3.1 bilo je potrebno izvesti zamjenu redaka unutar ma-
trice U, L1 P. Medutim, algoritam LU dekompozicije s djelomi¢nim pivotiranjem moze

se provesti bez fizicke zamjene redaka. To postizemo uvodenjem n-dimenzionalnog per-
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mutacijskog vektora p

Pomoéu tako definiranog vektora, retku matrice A pristupit ¢emo pomocu elemenata
vektora p, tj. umjesto da direktno pristupamo elementu a;;, pristupit ¢emo mu indi-
rektno kao ay,;, gdje je p; i-ti element vektora p. Umjesto fizicke zamjene k-tog i I-tog
retka, vrsit ¢emo zamjenu k-tog i [-tog elementa vektora p.

Algoritam 3.3 (LU dekompozicija s djelomi¢nim pivotiranjem bez
stvarne
zamjene redaka)

Ulaz: Regularna matrica A € R™"
Izlaz: A € R™"™ permutacijski vektor p

1: Zat1=1,2,...... ,n
2: D =1
3: Kraj Za
4: Zak=1,2,...... ,n—1
5:  Pronaéijed{k,...... ,n} takav da je |ay,r| = maxgp<icn [api
6 : Ako je ap =0
7 Ispisi: Matrica sustava je singularna
8: Kraj Ako
9: Zamjeniti py 1 p;
10 : Za i=k+1,k+2,...... N
11: 2= e/ Apyk
12 Ap,k = 2
13: Zaj=k+1,k+2,...... N
14 (p;j = Qp;j — Z0pyj
15: Kraj Za
16 : Kraj Za
17: Kraj Za

Nakon izvrsenja prethodno opisanog algoritma, dobivamo permutiranu matricu A u
¢ijem se donjem trokutu bez dijagonale nalaze elementi matrice L, a u gornjem trokutu
sa dijagonalom elementi gornje trokutaste matrice U. Sljede¢im algoritmom opisano je
rjeSavanje linearnog sustava nakon provedenog algoritma LU dekompozicije bez fizicke

zamjene redaka.
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Algoritam 3.4 (Gaussove eliminacije s djelomi¢énim pivotiranjem

stvarne zamjene redaka)

Ulaz:

Izlaz:

CO 1O Ut i W N+~

Matrica A nakon provedene LU dekompozicije iz Algoritma 3.3,
vektor permutacije p, vektor desne strane b
Vektor rjesenja x

Zak=12...... ,n—1
Zai=k+1,k+2,...... N
bpi = bpz‘ - a’mkbpk
Kraj Za
Kraj Za
T = by, /Gp,n
Zai=n—1n—2...... 1
temp = 0
Za j=1+1,1+2,...... N
temp = temp + a,,;x;
Kraj Za

x; = (by, — temp)/ay,;
Kraj Za

bez
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4. Analiza pogreske Gaussove metode eliminacija

4.1. Povratna analiza greske algoritma GEBP

Analiza povratne pogreske bit ¢e provedena samo na algoritmu Gaussovih eliminacija
bez pivotiranja. Vazno je reé¢i da su ove tzv. a priori granice znatno veé¢e od stvarnih

pogreski, ali one nam daju sigurnu granicu pogreske koja se ne moze premasiti.

Teorem 4.1 Neka je A € R" ™. Pretpostavimo da su L i U matrice dobivene LU
dekompozicijom 1z Algoritma 3.1 te neka je T rjesenje linearnog sustava Ax =b. Tada

vrijedi sljedeca ocjena
(A+AA)T =1, gdje je |AA] < (33, +7)ILI|U],

gdje je vy, broj iz (1.8). Drugim rijecima, algoritam GEBP je povratno stabilan.

Dokaz: Nakon provedenih Gaussovih eliminacija dobivamo LU dekopoziciju matrice A
A=LU
takvu da je

J
A5 = E ljiuik
i=1

(jer su matrice LiU trokutaste). Iz ¢injenice da je l; = 1 za 1 < i < n, lako je uociti
dajezaj <k

7j—1
Ujr = Qjk — Z lﬂulk (41)
i=1

aza j > k (tj. za donji trokut)

k—1
Ak — D iy Ljillik

(4.2)
Uk

L. =

Promotrimo $to se dogada prilikom ra¢unanja suma u (4.1) i (4.2) koje mozemo za-

misliti kao racunanje skalarnog produkta. Prema teoremu 1.3 vidimo da je

j—1
Ujp = (ajk — Z ljiuik(l + 51)) (1+ 5,)
=1

gdje je |0;] < 116" <.
Izlu¢ivanjem ajj iz prethodne jednakosti (i uzimajuéi u obzir da je [;; = 1) vidimo da
je
ajr = gl + 200 Liva(1 + )
= 01 i+ 2 Ly
=20, lsuar + Ej
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gdje je [0 < 7511140, = 135
Sada moramo ograditi Ej;. To ¢emo uciniti na sljedeci nacin

i [ jz‘uik(si

=1

j
<Y il = Y (LU D,

i=1

|Ejk| =

gdje |A| definiramo tako da je |Al;; = |a;;| za neku matricu A = [a;;] € R™*".

Koristeci taj rezultat i ¢injenicu da je A = LU + E, mozemo zakljuciti da je |E| <
%]szj |. Primjenjujué¢i matricnu normu na dobivenu nejednakost dobivamo da je
IE|| < |[|ILII|T]]] (Frobeniusova, beskonacna i 1-norma ne ovise o predznaku matriénih
elemenata pa kod takvih normi mozemo izostaviti znak apsolutne vrijednosti). Nakon
provedene LU-dekompozicije, rjeSavamo sustave Ly = b i Uz = y pomocu supstitucija
unaprijed i unazad. Zbog povratne stabilnosti algoritama 2.1 i 2.2 mozemo zakljuciti

sljedece

(L+ALj =b ,gdjeje |ALl < ~|L|
(U+AU)E =7 . gdje je |AU| < 7,|U] (4.3)

Kombiniraju¢i prethodne rezultate dobivamo da je

b= (L+AL)j=(L+AL) U+ AU)Z = (LU + ALU + LAU + ALAU)Z
— (A= E+ ALU + LAU + ALAU)Z = (a + AA)E (4.4)

gdje je AA=—-F + ALU + LAU + ALAU. Sada jo§ moramo odrediti ogradu za AA

|AA| = | — E+ ALU 4+ LAU + ALAU| < |E| + |ALU| 4 |LAU| + |ALAU|
< |E| + |AL||U| 4 |L||AU| + |AL||AU|
< 37, |L||T| + 42| LI|U]|
= (37 + 1)IZI |

4.2. Vaznost pivotiranja i elementarna analiza greske

Kao sto je pokazano u tocki 3.3.1., algoritam GEBP za rjesavanje SLJ kod nekih
sustava moze dati rjeSenje koje znacajno odstupa od pravog. Sada ¢emo preciznije
odrediti koji su to sustavi i na primjeru ilustrirati vaznost pivotiranja. U tu svrhu

definirat ¢emo nekoliko pojmova.

Definicija 4.1 Matriéna norma na R™" je preslikavanje || - || : R"*" — R za koje
vrijedi:
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i) JA|| >0 za sve A € R i ||A|| =0 ako i samo ako je A =10
ii) || AA] = |A|||A]l za sve A € R, i A € R™*™
iii) [|A+ B|| < ||A|| + || B]| za sve A, B € R"*"

iv) ||AB| < ||All||B]] za sve A, B € R™"

Primjer 4.1 Moze se pokazati da je preslikavanje || - || : R"*™ — R zadano izrazom

1<i<n

n
Al = max > ||
j=1

zadovoljava sva svojstva iz definicije 4.1. Takvo preslikavanje zovemo matricna norma

inducirana vektorskom normom oo (vidi [3]).

Definicija 4.2 Neka je A € R™*" regularna matrica i b € R™ te neka je x € R" tocno

rjesenje sustava
Ax =b

a T priblizno rjesenje dobiveno nekom numerickom metodom. Vektor definiran izrazom
r=b— A%

naziva se rezidualnt vektor ili rezidual.

Ocjenimo sada relativnu pogresku pomocu reziduala. Bududéi da je
r—i=AT"0—F=A"(b—Az)=A""r
koriste¢i svojstvo iv) za matricne norme iz definicije 4.1, vidimo da je

yllrl
1A7 (4.5)
]l

|t il

Izl [l

Kako je Az = b, koristeéi svojstvo iv) dobivamo ||b|| < ||A]|||lx|| sto daje

L _ [JA]
LAl (4.6)
[ll| = 1[ol]
Iz (4.5) i (4.6) slijedi da je
|l — | i
< [ ANA™ T (4.7)
] 161l
Na slican na¢in se moze pokazati da vrijedi

el [LATLA= ] (ol
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Sto na koncu daje donju i gornju ogradu za relativnu pogresu izrac¢unatog rjesenja

L il fle =2

FATIA=S Bl = el

e
< JAlA IHH (4.9)

Kao sto vidimo, veli¢ina relativne pogreske rjesenja SLJ ne ovisi samo o normi rezidu-

alnog vektora ve¢ i o veli¢ini broja || A]|||A™!].

Definicija 4.3 Uwvjetovanost matrice A s oznakom k(A) definiramo na sljedeci
nacin: » -
K(A) = { NAIJA7Y]],  ako je A regularna

400, nace

Iz (4.9) vidimo da veli¢ina relativne pogreske ovisi o uvjetovanosti matrice sustava A.
Sto je uvjetovanost matrice A veéa, veca je i relativna pogreska izracunatog rjesenja.
Za sustave linearnih jednadzbi kazemo da su lose uvjetovani ako je uvjetovanost matrice
sustava velika.

Primjer 4.2 Neka je

8.1077 1 0 1 0 1] [ 34+8-1077 ]
0 —4-.107%0 1 1 1 0 3—4-10"1
Ao —3.10717 1 0 1 —1 —1 p— —3.10717
- 1 -1 1 -1 107» 0 ’ - 101
1 1 -1 -1 1 10~ 1+10~1
I 1 1 1 0 6-100% 1 | 4+6-107° |
Oderdimo rjesenje sustava
Az =b.

Kondicija matrice sustava iz primjera 4.2 iznosi x(A) = 10.674 pa ne mozemo reéi
da je sustav loge uvjetovan. Rjesenje tog sustava je x = (1,1,1,1,1,1)7. Primjenom
algoritma GFEBP dobivamo da rjeSenje iznosi

T = (—0.74496, 3.28571, 2.42857, —1.00000, 1.57143,0.71429)"

pri ¢emu norma rezidualnog vektora iz definicije 4.2 iznosi 2.4559. Iz ¢injenice da
relativna pogreska dobivenog rjesenja iznosi 0.83267 (pri ¢emu gornja ograda iz (4.9)
iznosi 4.4309, a donja 0.038893) vidimo da je rjesenje dobiveno algoritmom GEBP
netocno.
Problem koji se javlja prilikom izvodenja algoritma G E'B P sli¢an je problemu opisanom
u 3.3.1..

Primjernom algoritma 3.2 dobivamo rjeSenje

Z = (1.00000, 1.00000, 1.00000, 1.00000, 1.00000, 1.00000)
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Slika 4.1: Relativna pogreska rjesenja sustava SLJ s donjom i gornjom ogradom iz (4.9)

104 | | | | | | |
x Donja ograda
1051 G . _
x ornja ograda
106k o Relativna pogreskal |
X
X
10—7, « .
X X
8| X i
10 % » « » .
@ XX X > X X
% 109 XX X < X7
st?() 1019 X X X XXX XXX X X
3 X XX < ®
X
g 101 % X ]
X ®
>
% 1012 % ® °® ]
m 1013 LY @ .. ) ® [ ] ® ..1
X .0.. ®e ....... °7 oo °®
1014 @ |
e o
Y J
) @
10150 @ .
1016, .
10171 X X X, X
XX X X « Xxs XX xoX X UXX Ty
1018 \X X X XX X xx a x>w<><>< ><>‘< ><>< ><‘ XXX | ~ ~
10 80 150 220 290 360 430

Red matrice sustava

¢ija relativna pogreska iznosi 5.2271- 10716 5to je znacajno manje od pogreske dobivene

rjeSavanjem sustava pomoc¢u GEBP.

U primjeru 4.2 vidjeli smo da za pojedine sustave linearnih jednadzbi algoritam GED P
daje tocnije rjesenje od algoritma G FEBP $to ukazuje na vaznost pivotiranja. Kako bi
prikazali veli¢ine relativne pogreske kod izracunavanja rjesenja SLJ pomocu algoritma
3.2, koristimo rezultat (4.9) na nizu sluc¢ajno generiranih SLJ. Na slici 4.1 prikazani

su rezultati provedene analize.
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5. Zakljucak

Zbog izvesne numericke stabilnosti algoritam GEDP pokazao se mnogo robusnijim i
pouzdanijim od algoritma bez pivotiranja. Algoritam GEDP se gotovo najcesce koristi
za rjeSavanje SLJ jer zahtjeva isti broj operacija kao i obican algoritam, samo Sto se vrsi
dodatno permutiranje redaka koje u sluc¢aju velikog sustava moze znatno usporiti proces
rjesavanja. RjeSenje tog problema daje nam algoritam bez fizicke zamjene redaka koji
je prikazan u tocki (3.3.5.). Osnovni cilj ovog rada bio je prikazati algoritam Gaussovih
eliminacija za rjesavanje opcih (tj. ”gustih”) sustava linearnih jednadzbi zajedno sa

svim potesko¢ama koje se javljaju prilikom njegove implementacije na racunalu.
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